; % UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
SETOR DE CIENCIAS EXATAS
DEPTO. DE ESTATISTICA

1" LISTA DE EXERCICIOS CE308 — TEORIA DA PROBABILIDADE 2

Prof. Benito Olivares Aguilera 2° Sem./2024

1. Considere a funcdo de distribui¢do conjunta

r 0, x<O0ouy<Ooux=y;

2x2y?% — x*
T,OSX<}/,OS}/<2;
F(x,y) =
(x,y) =4 8x2—x40< s
16 ’ =X ;y— ’

\ 1, x=22,y=>22,x<y.

a) Desenhe a regido de definigao R.

b) Obtenha as fungdes de distribui¢do marginais de X e Y.

c) Calcule a densidade conjuntade X e Y.

d) Calcule as densidades marginais de X e Y de duas formas diferentes.
e) Sao X e Y independentes?

2. Seja (X,Y,Z) um vetor aleatorio com func¢do densidade conjunta dada por:

2
Flxy,z) = {kxy 70<x<1,0<y<10<z< V2
0, caso contrario.
a) Encontre o valor da constante k.
b) Encontre as distribuigdes marginais.
c¢) Calcule a probabilidade P ((X Y, Z)€eC ), sendo C o cubo de aresta um.

3. Uma urna contém trés bolas numeradas 1, 2 e 3. Duas bolas sdo retiradas
sucessivamente da urna, ao acaso € sem reposi¢ao. Seja X o numero da primeira
bola retirada e Y o numero da segunda.

a) Descreva a distribui¢do conjunta de X e Y.
b) Calcule P(X <Y).

4. No langamento de dois dados, seja X a variavel aleatdria que representa a soma
das faces e seja Y o valor absoluto da diferenca.
a) Apresente o espago amostral do experimento e a fungdo de probabilidade conjunta
deXeY.
b) Sao X e Y independentes?



5. Sejam X e Y variaveis aleatorias relacionadas pela funcao:

Yy
Fxy) = {e‘(“*7>.x >0,y 20
0, c.C.

a) E f(x,y) uma densidade conjunta?

b) X eY sdo independentes?

¢) Encontre as densidades marginais de X e Y.
d) Quantovale P(X <1,Y < 2)?

6. Sejam X e Y varidveis aleatorias com densidade conjunta dada por:

4xy, 0<x<1,0<y<1
f(x.y)= { ’ !
0, c.cC.
a) Mostre que f(X,y) ¢ uma densidade conjunta.
b) Encontre as densidades marginais de X e Y.

c) X eY sdo independentes?
d) Quantovale P(X <1/2,Y <1/2)?

7. Dois tetraedros (dados com quatro faces) com as faces numeradas de 1 a 4 sdo
langados e os nimeros das faces voltadas para baixo sdo observados. Sejam X e Y
as seguintes variaveis aleatorias:

X: maior dos numeros observados;

Y: menor dos numeros observados.
a) Descreva o espaco amostral Q para esse experimento.
b) A qué eventos de Q corresponde o evento [ X=4, Y=1]?
c) Encontre a distribui¢do conjuntade X e Y.
d) Calcule as distribui¢des marginais.

e) XeY sdo independentes?
8. Seja f(X,y)=k,0<x<1, 0<y<1,0<x+y<1.

a) Encontre o valor da constante K para que f seja uma densidade.
b) Calcule P(X <1/2,Y <1/2).

c) Calcule as densidades marginais.
d) XeY sdo independentes?



10.

11.

b)

12.

13.

14.

a)
b)

c)

15.

Calcule as densidades marginais se X e Y tém densidade conjunta dada por:
1
—,0<y<x<l
foey)=1x" 7
0, c.C.

Sejam X e Y variaveis aleatorias com densidade conjunta

e 0<x<y
0,c.C.

f(x,y)={

Calcule as densidades marginais de X e Y.
Denote por p(x,y) a probabilidade P(X=x, Y=y). Dadas as probabilidades
p(0,10) = p(0,20) = 2/18; p(1,10) = p(1,30) = 3/18; p(1,20) = p(2,30) = 4/18.

Calcule a distribui¢ao de Y dada X.
Calcule P(Y >10 | X =1).

Sejam X e Y variaveis aleatorias com distribuicao conjunta dada por

2, O0<x<yxl
f(X,y)={

0, c.C.

Calcule as distribuicdes marginais de X e Y. Elas sdo independentes?

Sejam X1, X2 varidveis aleatorias independentes, cada uma com distribui¢do geométrica

definida por
PX;=n)=p1l-p)",n=012..;i=12.

Calcule P(Xl = Xz) e P(Xl < Xz).

Considere um circulo de raio r e centro na origem, € suponha que um ponto ¢
aleatoriamente selecionado no circulo. Sejam X e Y as coordenadas do ponto

escolhido.
Determine a fungdo densidade conjunta;
Encontre as densidades marginais de X e de Y;

Encontre a probabilidade de que a distancia da origem ao ponto selecionado ndo

seja maior do que a (a>0).

Numa certa confec¢do, uma maquina de costura industrial € utilizada, na parte da
manha, para costuras simples e na parte da tarde, para fazer arremates. Sejam as

variaveis aleatorias



a)
b)

¢)

16.

17.

b)

18.

b)

19.

b)

¢)
d)

X: namero de vezes que a maquina para devido a problemas, na parte da manha.
Y: nimero de vezes que a maquina para devido a problemas, na parte da tarde.
A partir de longos periodos de observacdao, a seguinte distribuicao de
probabilidade conjunta de X e Y foi determinada

X \Y 0 1 2

0 0.1 0.2 0.2
1 0.04 0.08 0.08
2 0.06 0.12 0.12

Encontre a Fungao Distribui¢do (Acumulada) Conjunta de X e Y

Encontre as distribuicdes marginais

Encontre a distribui¢ao condicional de X dado Y=2 e a distribui¢ao condicional
de Y dado X=0.

A superficie de tensdo X1 e a acidez X2 de um certo composto quimico sdo variaveis
aleatorias com densidade conjunta dada por

f(xl,x2)=%(3—x1 -X,), 0<%, <L,0<x, <2.

Verificar se a superficie de tensdo depende da acidez.

Sejam X e Y com densidade conjunta

flx,y) = %, (x,y) € R,sendo R = {(x,y) € R?/x? + y%2 < 1}.

Calcule as marginais e verifique se X e Y sdo independentes.
Determine a densidade condicional de X dado que Y = 1/2.

Seja (X,Y)~U(R). Diga se as variaveis sdo independentes quando:
R ¢ o quadrado unitario.
R ¢ o triangulo de vértices (0,0), (0,1) ¢ (1,0).

Suponha que a densidade do vetor (X, Y) seja:

k(x*+y),0<y<1-—x?
feoy) = { ( 0, yc)aso coﬁtrélrio.
Determine:
o valor da constante k;
as densidades marginaisde X e Y;
o grafico aproximado das marginais.
P(Y < X);
P0<X<1/2).
A expressdo geral da fungdo distribuigao.



20. Suponha que X e Y sdo variaveis aleatorias independentes com distribui¢do exponencial
de parametros 4, e 4, (4, >0, 4, > 0) respectivamente. Mostre que, para k >0,

P(X —kY >0) =1,/(kA; + A3).
21. Suponha que X e Y tenham densidade conjunta dada por

1+ x
flx,y) = . y,—1<x<1,—1<y<1.

a) Encontre a constante k.
b) Discuta a veracidade da afirmagio: “se X2 e Y2 sdo independentes, entdo X e Y também
sao independentes”.

Sugestio:
i.  Verifique que P(X? < x,Y2<y)=PX?<x)P(Y?<y)
ii.  Verifique se X e Y sdo independentes.
iili.  Estabeleca sua conclusao.

22. Suponha que X e Y sdo variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,
assumindo os valores -1 e 1 com a mesma probabilidade. Sejam as variaveis aleatorias
U e V definidas por: U =X ¢ V =XY.

a) Podem U e V serem independentes, dado que ambas dependem de X? Verifique.

b) Encontre a fun¢do Fy y (u, v).

¢) Quanto vale P(U < %, V> %)?



