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CARACTERIZACAO DE VETORES ALEATORIOS E INDEPENDENCIA.

l-e"7,x20e y>0;

1. A funcdo F(x,y)= )
0, caso contrario,

pode ser uma fungao de distribui¢ao conjunta? Explique.

2. A fungdo de distribui¢do conjunta de X e Y ¢ dada por:
0,x<0ouy<Q0;
FX,Y(x’y) = %(l—eiy), 0<x<35, y=0;

I-e”,x>5 y>0.

a) Verifique que Fy y satisfaz as condigdes para uma fungdo distribuigdo.
b) Identifique as distribui¢des (marginais) das variaveis X e Y. Sdo independentes?

3.Considere a func¢ao de distribui¢do conjunta

( 0, x<Oouy<o0

1
E(x2y+xy2),03x< ,0<y<1

1
F(x,y) = 1 —(x+x3),0<x<1,y>1

2

1

E(y+y2),x21,OSy<1
\ 1, x=>1l,y>1

Calcule a func¢ao densidade conjunta e as distribuigdes marginais de X e Y.

4. Considere a funcao de distribui¢do conjunta

r 0, x<Oouy<Ooux=y;

2x2y2_x4
T,OSx<y,OSy<2;
F(x, =
(x,y) = 8x2—x40< e
16 ] =X ;y— )

\ 1, x=2,y=2,x<y.



a) Desenhe a regido de defini¢do R.

b) Obtenha as fung¢des de distribuicdo marginais de X e Y.

¢) Calcule a densidade conjuntade X eY.

d) Calcule as densidades marginais de X e Y de duas formas diferentes.
e) Sao X e Y independentes?

5. Sejam X e Y varidveis aleatorias que assumem valores em {—2,—1,0,1,2}. A
func¢do que relaciona probabilisticamente ambas variaveis € proporcional ao valor
absoluto da soma dos seus valores.

a) Determine as distribuigdes marginais.
b) As varidveis X e Y sdo independentes?

¢) Calcule P(|JX —Y| <1).

6. A densidade conjunta de X, Y e Z ¢ dada por

flx,y,2) = % [4(xy +xz+yz)+4(x+y+2)+7];x €[0,1],y € [0,1],z € [0,1].

a) As variaveis sao independentes?

b) Calcule P(X < 1/2,Y = 1/3).

7. Seja (X,Y,Z) um vetor aleatorio com fun¢do densidade conjunta dada por:

2
flxy,2) = {kxy 20<x<1,0<y<10<zs< V2
0, caso contrario.
a) Encontre o valor da constante k.
b) Encontre as distribuigdes marginais.
c¢) Calcule a probabilidade P((X Y, Z)eC ), sendo C o cubo de aresta um.

8. Uma urna contém trés bolas numeradas 1, 2 e 3. Duas bolas sdo retiradas
sucessivamente da urna, ao acaso e sem reposicao. Defina as varidveis aleatorias
X: menor namero entre os dois resultados;
Y: maior niimero entre os dois resultados.
a) Descreva a distribuicao conjuntade X e Y.
b) Encontre as distribui¢des marginais e diga se X e Y sdo independentes.

9. Suponha que uma moeda honesta ¢ jogada trés vezes. Seja X o nimero de caras
obtidas e seja Y o nimero de lancamentos até aparecer a primeira cara (se iSso nao
ocorrer, entdo Y = 0).

a) Encontre a distribui¢do conjuntade X e Y.

b) Calcular as distribui¢cdes marginais de X e Y.
¢) CalcularP(X <2, Y=1),P(X<2Y<1)eP(X<2o0uY=1).



10. No lancamento de dois dados, seja X a varidvel aleatoria que representa a soma das

a)

b)

faces e seja Y o valor absoluto da diferenca.
Apresente o espago amostral do experimento e a funcao de probabilidade conjunta
deXeY.
Sao X e Y independentes?

11. A densidade conjunta de X e Y ¢ dada por:

12.

x2

f(x,y) = {ie_ﬁ_y,—oo <x <400,y = 0
2 c.c.

)

Verifique se X e Y sdo independentes.

Sejam X e Y varidveis aleatdrias relacionadas pela fungao:

y
flx,y) = {e‘@“z),x >0,y=0
0, c.C.

E f(x,y) uma densidade conjunta?

X eY sdo independentes?

Encontre as densidades marginais de X e Y.
Quanto vale P(X < 1,Y < 2)?

. Sejam X e Y variaveis aleatorias com densidade conjunta dada por:

Flay) = {4xy,0 < xOSCiO <y<l1
Mostre que f(x,y) € uma densidade conjunta.

Encontre as densidades marginaisde X e Y.

X e Y sdo independentes?

Quanto vale P(X < 1/2,Y <1/2)?

. Dois tetraedros (dados com quatro faces) com as faces numeradas de 1 a 4 sdo

lancados e os nimeros das faces voltadas para baixo sdo observados. Sejam X e
Y as seguintes variaveis aleatorias:

X: maior dos numeros observados;

Y: menor dos nimeros observados.

Descreva o espago amostral Q para esse experimento.
A qué eventos de Q corresponde o evento [ X=4, Y=1]?
Encontre a distribui¢dao conjuntade X e Y.

Calcule as distribuigdes marginais.

X e Y sdo independentes?



15.Seja f(x,y)=k,0<x<1, 0<y<],0<x+y<I.
a) Encontre o valor da constante k para que f'seja uma densidade.
b) Calcule P(X <1/2,Y <1/2).

¢) Calcule as densidades marginais.
d) Xe Y s3o independentes?

16. Calcule as densidades marginais se X e Y tém densidade conjunta dada por:
1 0<y<x<l

fy)=1x

0, cc.
17. Sejam X e Y variaveis aleatorias com densidade conjunta

Ae?0<x<y
0,c.c.

any)={

Calcule as densidades marginais de X e Y.

18. Sejam X e Y variaveis aleatorias com distribui¢do conjunta dada por

2, O<x<yxl
S (xp)=

0, c.c.

Calcule as distribui¢des marginais de X e Y. Elas sdo independentes?

19. Sejam X;, X> variaveis aleatdrias independentes, cada uma com distribuigdo geométrica
definida por

P(X;=n)=p(1-p)",n=012..;i=12
Calcule P(X, = X,) e P(X; < X,).

20. Considere um circulo de raio r e centro na origem, e suponha que um ponto ¢é
aleatoriamente selecionado no circulo. Sejam X e Y as coordenadas do ponto
escolhido.

a) Determine a funcdo densidade conjunta;

b) Encontre as densidades marginais de X e de Y;

¢) Encontre a probabilidade de que a distancia da origem ao ponto selecionado nao

seja maior do que a (a>0).



21. Numa certa confec¢do, uma maquina de costura industrial ¢ utilizada, na parte da
manha, para costuras simples e na parte da tarde, para fazer arremates. Sejam as
variaveis aleatérias

X: nimero de vezes que a maquina para devido a problemas, na parte da manha.
Y: nimero de vezes que a maquina para devido a problemas, na parte da tarde.
A partir de longos periodos de observagdo, a seguinte distribuicao de
probabilidade conjunta de X e Y foi determinada

X \Y 0 1 2

0 0.1 0.2 0.2
1 0.04 0.08 0.08
2 0.06 0.12 0.12

a) Encontre as distribui¢des marginais
b) Encontre a Fun¢do Distribui¢do (Acumulada) Conjuntade X e Y

22. A superficie de tensao X e a acidez X» de um certo composto quimico sdo variaveis
aleatorias com densidade conjunta dada por

f(xl,xz):é(3—x1 -%,),0<x <, 0<x,<2.

Verificar se a superficie de tensdo depende da acidez.

23. Sejam X e Y com densidade conjunta
flx,y) = %, (x,¥) € R,sendo R = {(x,y) € R?/x? + y* < 1}.

Calcule as marginais e verifique se X e Y sdo independentes.

24. Seja (X,Y)~U(R). Verifique se as variaveis sdo independentes quando:
a) R ¢ o quadrado unitério.
b) R ¢é o tridngulo de vértices (0,0), (0,1) e (1,0).

25. Suponha que a densidade do vetor (X,Y) seja:

k(x*+y),0<y<1-—x?
feay) = { ( 0, };)aso coﬁtrério.
Determine:
a) o valor da constante k;
b) as densidades marginais de X e Y;
¢) o grafico aproximado das marginais.
d) P(Y <X);
e) P(0<X<1/2).
f) A expressdo geral da funcdo distribuicao.



26. As variaveis X e Y estdo relacionadas probabilisticamente pela seguinte fungao:
fO,y) =e™ (1 —e )y (X)[o.0y(¥) + (1 — ™) (0, (1) I[0,00) (X,
onde I representa a funcao indicadora.
a) Mostre que a fung@o dada ¢ uma densidade conjunta.
b) Determine P(X > 1,Y < 2).
¢) Obtenha as distribuigdes marginais.
d) As varidveis sao independentes?

27. Seja Y a taxa de chamadas por hora que chegam a uma central de atendimento. Seja X o
numero de chamadas durante um periodo de duas horas. Uma escolha usual para o
comportamento probabilistico conjunto dessas variaveis ¢ dada pela funcao:

e—3y 2v)*
flx,y) = %,y >0,x=012,--

a) Verifique que a fungdo f(x,y) estd bem definida.
b) Encontre P(X = 0).

FUNCOES DE VARIAVEIS ALEATORIAS, INDEPENDENCIA E METODO DO
JACOBIANO.

28. Suponha que X e Y sdo variaveis aleatorias independentes com distribuicdo exponencial
de parametros 4, e 4, (4, >0, A, >0) respectivamente. Mostre que, para k >0,

P(X — kY > 0) = 4,/(kA, + 1,).
29. Suponha que X e Y tenham densidade conjunta dada por

14+ x
flx,y) = . y,—1<x<1,—1<y<1.

a) Encontre a constante k.
b) Discuta a veracidade da afirmagdo: “se X2 e Y2 sdo independentes, entdo X e Y também
sdo independentes”.

Sugestio:
i. Verifique que P(X? < x,Y2<y)=PX?2<x)P(Y?<y)
iil.  Verifique se X e Y sdo independentes.
iii.  Estabeleca sua conclusao.

30. Suponha que X e Y s@o varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas,
assumindo os valores -1 ¢ 1 com a mesma probabilidade. Sejam as varidveis aleatorias
U e V definidas por: U=Xe V =XY.

a) Podem U e V serem independentes, dado que ambas dependem de X? Verifique.

b) Encontre a funcdo Fy , (u, v).

¢) Quanto vale P(U < %, V> %)?



31. Uma urna contém 1 bola vermelha e 2 brancas. Retira-se uma amostra de tamanho 3
com reposicao. Seja a variavel aleatoria

{1, se ai— ésima bola é vermelha
Xi = . ;. ,

0,se ai— ésima bola é branca.
a) Encontre a distribui¢do conjunta de (X4, X5, X3).

b) Determine P(X; + X, = X3).

32. A temperatura de resfriamento de um fluido, em graus Fahrenheit (X), pode ser
considerada como sendo uma varidvel aleatéria exp(2). Encontre a distribuicdo da

temperatura em graus Celsius (chame-a de Y), sabendo que Y = g(X — 32). Facga os

graficos das distribuigdes e encontre a probabilidade da temperatura Y ser menor que
20°C.

33. Se X e Y sdo variaveis aleatorias continuas, independentes e distribuidas uniformemente
no intervalo (0,60), encontre P(|X — Y| < 10).

34. Se X~exp(1/2), encontre a densidade de Y=X". Tal distribui¢do é chamada Weibull de
parametros 2 e 1/2.

35. Seja X~N(0,1), encontre a densidade de Y = ¢*. Tal distribuicio ¢ chamada Lognormal
de parametros O e 1.

36. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com distribui¢do comum N(0, /). Mostre

que U = % eV = X—\/_EY também sdo independentes e N(0, ).

37. Suponha que X e ¥ sejam variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
exp(8). Prove que X+Y e X/Y sdo independentes.

38. Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas U(0,1),
encontre as densidades de X + Y, X —Y e X/Y.

39. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com densidades:

1 1
- 1
fX(x) nm' |X| < )
y y
fry) = ;exp( —F)J’ > 0.

Encontre a distribui¢ao do produto XY.

40. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Provar que

X e e s
Z = 7oy possui distribuicao U[0,1].



