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DISTRIBUICAO DAS ESTATISTICAS DE ORDEM.

1. Sejam X4, X,, ..., X, variaveis aleatorias iid Pareto (1, c¢),isto €, sua densidade é:
c
flx) = xC+1'x >1,c>0.

Encontre a distribuig¢do de Y; e Y,;, o minimo e o maximo de X;, X5, ..., X,

2. Mostre que se X1, X5, ..., X, s@o variaveis aleatorias iid exp (4;) e Y = min X;,
entdo Y~exp (A, + -+ 1,,).

3. Sejam Y; e Y, o minimo ¢ o maximo de uma amostra aleatéria Xq, X5, ..., X,
extraida de uma distribuicao U(a, b).
a) Mostre que a densidade conjunta de Y; e Y, paran = 3 ¢ dada por

FOLY) = Gz On = y1),@ <y <yp <b.

b) Estenda o resultado para n geral.

¢) Mostre que para o caso de U(0,1) tem-se que
1

cov(Yy, V) = (n+1)2(n+2)

4. Suponha que os tempos de vida (em horas) de duas baterias sejam varidveis
aleatorias iid exp(A). As baterias estdo conectadas em série, de forma que o
sistema funciona se, e somente se, ambas estdo funcionando.

a) Calcule a probabilidade que o sistema funcione mais de t horas (t > 0);
b) Qual o tempo de vida esperado do sistema?
c) Avalie os itens a) e b) se A = 1/3.

DISTRIBUICAO E ESPERANCA CONDICIONAL.

5. Sejam X e Y variaveis aleatorias com densidade conjunta

f(xy)—{1 O=sy=sx=l

0,c.c.
Calcule f(y|x). Reconhece essa distribui¢ao?

6. Sejam X e Y variaveis aleatorias com densidade conjunta
e~y
YO0<x<y
R
Calcule f(y|x). Reconhece essa distribuigcao?
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Seja (X,Y)~U(R),sendo R = {(x,y)/0<x <y < 1}.
Calcule e identifique as distribui¢des condicionais de X /Y e Y/X.

Sejam X e Y va’s com densidade conjunta f(x,y) =8xy, 0 <x <y < 1.
Obtenha a esperanca e variancia de X dado Y.

Considere o seguinte experimento de duas etapas: primeiro, escolhe-se um ponto x
de acordo com a distribui¢cao uniforme em (0,1); depois, escolhe-se um ponto y de
acordo com a distribui¢do uniforme em (-x, x). Se o vetor aleatorio (X, ¥) representa
o resultado do experimento.

a) Qual serd a densidade conjunta de X e ¥?

b) A densidade marginal de Y?

¢) A densidade condicional de X dada Y?

Obtenha a conjunta de X e Y e a marginal de Y, sendo dados:
1 X
px(x) =x/3,x =12, p(y/x) = (;) (—) ,ZYEN,y<xex=1,2.

2

Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes tais que X~N(0,1) e Y~N(1,4).
Qual a distribui¢do do vetor (X, Y)? E a distribui¢do condicional de 2X /Y = y?

Suponha que o numero de passas num bolo inglés tenha distribuicao de Poisson de
parametro 60. Um jogador compra um bolo tira todas as passas uma por uma e
reparte as passas entre ele e vocé da seguinte maneira: depois da extracdo de
cada passa ele joga uma moeda equilibrada, dando a passa a vocé se der cara,
comendo-a ele mesmo se der coroa. Qual a distribuicdo do nimero de passas
que voce recebe? A esperanga?

Seja Y~Poisson(1) e X/Y = n~Bin(n,p).
a) Calcule a distribuicao de X.
b) Calcule a distribui¢do condicional de Y dado X.

Sejam X e Y independente tais que X ~Bin(m,p) e Y~Bin(n, p).
Obtenha a esperanga condicional de X dada X + Y.

Sejam Xy, X, varidveis aleatorias independentes, cada uma com distribuicao
geomeétrica definida por

PX;=n)=p(1-p)",n=012..;i=12.
Determine a distribui¢do condicional de X; dada X; + X,.

Sejam X e Z varidveis aleatdrias no mesmo espago de probabilidade.
a) Mostre que para A e B borelianos,
P(ZeB|X=x),sex€A
P(ZeB,X€eEA|X=x) = ’
( ’ | x) {O, sex ¢ A.
b) Mostre que se

P(Z€B|X=x)>1/2,Vx € A entio P(ZEB| X € A) > 1/2.

¢) Sejam X,Y independentes tais que P(Y > 0) > 1/2. Demonstre que
PX+Y>alX=a)=>1/2.
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Um milionario excéntrico, uma vez por semana, deixa seu escritério com X
milhares de reais no bolso. Ao caminhar para a sua casa vai distribuindo esse
dinheiro aos eventuais pedintes que encontra. Admita que X tem densidade de
probabilidade fx(x) = x/8,0 < x < 4 e, também que o dinheiro que lhe resta ao
chegar em casa, denotado por Y, tem probabilidade uniforme entre zero e o dinheiro
como que deixou o escritorio.

a) Calcule a densidade conjunta entre X e Y.

b) Determine a densidade marginal de Y.

O ntmero de acidentes que ocorrem em certa fabrica em uma semana ¢ uma
varidvel aleatdria com média u e variancia o2. Os nameros de individuos feridos
nos diferentes acidentes sdo independentes e identicamente distribuidos com média
& e variancia 72, e sdo independentes do nimero de acidentes. Determine a média
e a variancia do numero de individuos feridos em uma semana.

Seleciona-se ao acaso um numero entre 0 el. Se x é o nimero selecionado, langa-

(1994

se n vezes (independentemente) uma moeda com probabilidade “x” de dar cara.
Seja Y a varidvel aleatdria que representa o nimero de caras obtidas. Calcule a
esperanca ¢ a variancia de Y.

Suponha que X~N(u,1) e Y/X =x ~N(x/2,02).
a) Qual a distribui¢do de Z = E(Y/X)?
b) Quanto vale E(Y)?

Sejam X e Y integraveis. Prove que X e Y — E(Y /X) s@o ndo correlacionadas.

Sejam X e Y variaveis aleatorias tais que Y tem esperanca finita.
Demonstre que var(Y) = E[var(Y/X)] + var[E(Y/X)],i.e.,a varidnciade Y é a
soma da esperanca da variancia condicional e a varidncia da esperanga condicional.
a) Seja Y~N(0,4) e seja X uma variavel aleatoria tal que

E(X|Y) =aY + b, a,bER.
Encontre as constantes a e b de forma que E(X) = 1e E(XY) = 2.
b) Se Y~Bernoulli(p), E(X|Y =0) =1e¢ E(X|Y = 1) = 2, obtenha E (X).

As variaveis X e Y tém densidade conjunta dada por:
1
flx,y) =Exy,0 <x<y0<y<2.
Calcule a covariancia. As varidveis sao independentes?

As varidveis X eY sdo tais que var(X +Y) = 0. Determine o coeficiente de
correlagdo entre elas.

Sejam X e Y variaveis aleatorias com segundos momentos finitos, e seja Z uma
outra variavel aleatoria. Demonstrar a seguinte formula
cov(X,Y) = E[cov(X,Y)/Z] + cov[E(X/Z),E(Y/Z)].



