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1. Admita que f(z) > 0 e que

lim f(x) =0, limg(x)=0, limh(z)=1, limp(z)=+4oco, limg(z)=+o0;
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decida quais dos limites abaixo sao formas indeterminadas. Para aqueles que nao forem, calcule o
limite, quando possivel.
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2. Nos itens abaixo, utilize os graficos de f e g e suas retas tangentes em (2, O) para determinar o valor
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3. Nos itens abaixo, utilize a Regra de [’Héspital, quando apropriado, para calcular o limite.
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5. O que ocorre ao usar-se a Regra de [’Héspital nos casos abaixo? Calcule o limite utilizando outro
método.
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. Nos itens abaixo, utilize a derivacao logaritmica para calcular a derivada da funcao y(x).

(@) y= o+t -3 O © y=u

(d) y=azn7 () y=(cosz)” (f) a¥=y"

. Considere o conjunto A = [0 2) ] {5}

(a) Determine o conjunto mt(A), dos pontos interiores de A. O conjunto A é aberto? Justifique.
(b) Determine o conjunto 0 A, dos pontos de fronteira de A. O conjunto A é fechado? Justifique.
(¢) O conjunto A é compacto? O conjunto AU JA é compacto? Justifique.

Definigao. Sejam K C R um conjunto compacto nao-vazio. Define-se o didmetro de K (e denota-se
por diam(K)) como sendo o nimero dado pela relagao:

diam(K) = mn;%XK dist(z,y) = H;zg( |z —y]|.

. (Teorema dos Compactos Encaixantes.) Considere a cole¢ao de conjuntos compactos {Kn} o
encaixantes nao-vazios, ou seja, K1 D Ko D ... D K, D Kpy1 D - -+, para todon € N.

(a) Prove que K = N K, é um conjunto compacto, e que

(b) Se K # 0 e lim diam(K,) =0 entdo K = N K, = {z*}.
n—-+oo

. Seja f: Dom(f) — R a funcao dada por f(z) =+/9 — (z — , para todo x € Dom/(f).
) Determine os conjuntos int(Dom(f)) e G(Dom(f)) .

b) Dom(f) é um conjunto aberto? E um conjunto fechado? E um conjunto compacto?
¢) Dom(f") é um conjunto aberto? E um conjunto fechado? E um conjunto compacto?

d) Todos os pontos criticos de f sao pontos interiores de Dom(f)?
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(
(
(e) A fungao f satisfaz todas as hip6teses do Teorema de Weierstrass?
(f) Determine os valores maximos/minimos locais/globais de f .

(2) O conjunto I'm(f) é aberto? E fechado? E compacto?

(h) O conjunto Im(f’) é aberto? E fechado? E compacto?

(i) Use f”(z) para estudar a concavidade do grafico de f .

(

)

j) Dé esbogos detalhados dos gréficos de f e de f’.

. Para cada uma das funcoes f nos itens a seguir, identifique os seguintes elementos abaixo e dé o seu
grafico:

A: Dom(f)

B: Pontos de intersecao do grafico de f com os eixos coordenados

C: Aspectos de simetria (funcao par, fun¢ao impar, fungao periédica)

D: Retas assintotas (horizontais, verticais, obliquas)

E: Intervalos de crescimento ou decrescimento

F: Valores méximos e valores minimos (locais e globais)

G: Concavidade e Pontos de Inflexao
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Seja a funcdo f(z) = 2% In .
(a) Faga o grafico de f.
(b) Utilize a Regra de [’Héspital para explicar o comportamento de f quando x — 0.

(c) Estime o valor minimo de f e os intervalos de mesma concavidade. Entdo, use o cdculo para
encontrar os valores exatos.

Nos itens abaixo, descreva a mudanca no grafico de f & medida que a constante ¢ varia; investigue
como os pontos de maximo e de minimo e os pontos de inflexao movem-se quando ¢ varia. Identifique
o valor de ¢ para o qual o aspecto basico do curva muda.
(a) fla) =" +ce™ () f(@) = 15

1+ 22
Investigue a familia de curvas dadas for f(xz) = ze™°*, em que ¢ é uma constante real. Calcule os
limites quando x — 4o0. Identifique qualquer valor intermediario de ¢ onde mude a forma basica do
grafico. Estude a localizacao dos pontos de maximo e de minimo e dos pontos de inflexdao conforme ¢
varia.

(a) Investigue a familia de funcdes polinomiais dada pela equacdo f(z) = ca* — 222 + 1. Para quais
valores de ¢ a curva tem pontos de minimo?

(b) Mostre que os pontos de méximo e de minimo para cada curva da familia estdo sobre a parabola
y = 1 — 2. Tlustre fazendo o gréafico dessa parabola e de varios membros da familia.



Respostas

1. (a) Indeterminagao (do tipo %) (b) 0 ()0 (d) +o0
(e) Indeterminagao (do tipo E) (f) Indeterminagao (do tipo 0 - c0) (g) +o0
00
(h) + (i) —o0 (j) Indeterminagao (do tipo oo — 00) (k) +o0
(1) Indeterminagao (do tipo 0°) (m) 0 (Cuidado: 0> nao é indeterminacao!)
(n) Indeterminagao (do tipo 1°°) (o) Indeterminacéo (do tipo cc?) (p) +o0
(q) Indeterminacao (do tipo oc?)
9 3
2 - -
(3) (0)
1 1 1
3. (a) -3 (b) 2 () 7 (d) —o0 (e) 3 ) 5 (g) 1/In 3
1 ~ 1 -
(h) (i) 5 (j) +oo (k) 1 (1) e (m) e* (n) 1/v/e
4. (a) Aplique a regra de I'Hospital n vezes para obter lim = +00
T—+o00o
1
(b) Aplique a regra de 'Hospital para obter lim —— =0

wstoo T+ p - P71
5. (a) 1 (Ao usar-se a regra de I'Hospital duas vezes retorna-se a fragao inicial)

(b) 1 (Ao usar-se a regra de 'Hospital duas vezes retorna-se a fragao inicial)

10 243 x—1 1 23
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(a)y (l‘—l— )(J:‘ ) 2x+1+m4—3 ()y :L'4+1 20 — 9 x4+1

)y =2°(1+Inz) (d)y =50 93(%—1— cos z In :1:) (e) y' = (cos x)*(—x tg x + In cos x)
(6 y = Ly =y)
:n(y In x — ac)

7. (a) int(A) = (0,2) U (2,4). A nao é aberto pois A # int(A) (note que os pontos 0,4 e 5 pertencem a
A mas nao sao pontos interiores de A).
(b) 9(A) = {0,2,4,5}; A nao é fechado pois nao contém todos os seus pontos de fronteira (note que
2 é ponto de fronteira de A mas 2 ¢ A). [Outra forma de mostrar que A nao é fechado é notando que
seu complementar A¢ = (—o00,0) U {2} U (4,5) U (5, 4+00) nao é um conjunto aberto pois 2 € A¢ mas
2 néo é ponto interior de A°€.]

(¢) A nao é compacto pois nao é fechado (apesar de ser limitado, j4 que A C [0,5], o qual é um
intervalo limitado). Por sua vez, o conjunto A U 9A = [0, 4] U {5} é fechado (pois contém os seus
pontos de fronteira 0, 4 e 5) e é limitado (pois estd contido no intervalo limitado [0,5]); portanto,
A U QA é um conjunto compacto.

8. (a) Dado que cada K, é um fechado (pois é compacto) entao K = N K, é um conjunto fechado; além
disso, K = NK, C K; e K; é limitado (pois é compacto). Portanto, K = N K, é fechado e limitado,
ou seja, é compacto.

(b) Admita que x* e xg pertencam a K = N K,, com lim diam(K,) = 0; dai, segue que

n—-+oo

|x* — xo| < diam(K,), paratodon € N

= |z*¥ —xo| = lim |2" — 20| < lim diam(K,) =0

n—+0o n—+oo
|z* —x0| =0 = ¥ = a9,

ou seja, K = N K, resume-se a um tnico ponto.



9. (a) Dom(f) = [1,5]; int(Dom(f)) = (~1,5); d(Dom(f))={-1,5}

(b) Dom(f) nao é um conjunto aberto porque ha pontos em Dom(f) que nao sao pontos interiores (a
saber, os pontos —1 e 5). E um conjunto fechado pois contém seus pontos de fronteira (a saber, —1 e
5). [Outra forma de justificar é notando que o seu complementar é o conjunto (—oo, —1) U (5, +00),
o qual é aberto por se tratar da unido de dois conjuntos abertos.] E um conjunto compacto pois é
fechado e limitado.

(¢) Dom(f") = (—1,5), o qual é um conjunto aberto; nao é fechado pois nao contém seus pontos de
fronteira —1 e 5. Nao é compacto por nao ser fechado (apesar de ser limitado).

(d) Tem-se que f’(2) = 0 (dnico zero da derivada) e que nao existem f/'(—1) e f’(5), e assim 2, —1 e
5 sado os trés pontos criticos de f e apenas z = 2 é ponto interior de Dom(f) (visto que —1 e 5 s@o
pontos de fronteira) .

(e) Sim, f é uma fungao continua e seu dominio é um conjunto compacto.
(f) f(2) = 3: valor maximo global, f(=1) = f(5) = 0: valor minimo global.

(g) Im(f) = [0, 3] ndo é conjunto aberto pois possui pontos nao-interiores (a saber, os pontos 0 e
3, os quais sao ponto de fronteira de Im(f)). E fechado pois contém seus pontos de fronteira. E
compacto, pois além de ser fechado é também limitado.

(h) Im(f") =R é aberto e fechado, mas nao é conpacto por nao ser limitado.

-9
(i) f"(z) = < 0, para todo = € (—1,5); portanto, a concavidade do gréfico é sempre
(9= (z—2)?)°

voltada para baixo.
(j) Graficos de f e f

"x)=(2-x)Isqrt(9- (x-2)2)

10. (a) A.R B. (0,0) e (4,0) C.Nenhuma D. Nenhuma E. Crescente em (1,+400) ; Decrescente
em (—oo, 1) F. Minimo global: f(1) = —27 G. Concavidade para cima em (—oo, 2) e em (4, —|—oo);
Concavidade para baixo em (2, 4); Pontos de inflexdo em (2, —16) e (4,0)

(a) (Gréfico) (b) (Grafico) (c) (Grafico) (d) (Grafico)
y ! IK ______ N ml ’
|
y=1 | |
e -1
0 4,0 x N > 1 1 0 L
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2.-16) x=1 13 (-3
l (0,0) X
(1,-27) :




(b)A. {z eR;z#1} B.(0,0) C.Nenhuma D. Assintota vertical: z = 1; Assintota horizontal:
y = 1 E. Decrescente em (—oo, 1) e em (1,—|—oo) F. Nenhum G. Concavidade para cima em
(1, —|—oo); Concavidade para baixo em (—oo, 1)

(c)A.R B.(0,0) C.Simetria em relagao ao eixo-y  D. Assintota horizontal: y =1 E. Crescente
em (O, +00) ; Decrescente em (—oo, O) F. Valor minimo global: f(0) =0 G. Concavidade para cima
em (—1,1); Concavidade para baixo em (—oo, —1) e em (1, +oo) ; Pontos de inflexdo em (i 1, 1/4)
(A {zeR;|z[<1,2#0} B.(-1,0)e(1,0) C.Simetria em relacdo & origem  D. Assintota
vertical: x = 0 E. Decrescente em (—1,0) e em (0,1) F. Valor minimo local: f(—1) =0 = f(1)
G. Concavidade para cima em (—1,—/2/3) eem (0, 1/2/3) ; Concavidade para baixo em (—+/2/3,0)
e em (/2/3,1); Pontos de inflexdo em (£ 4/2/3,£1/v2)

(e)A.R B.(-1,0),(0,—1)e(1,0) C. Simetria em relagao ao eixo-y ~D. Nenhuma E. Crescente
em (0,+oo); Decrescente em (—oo,()) F. Valor minimo global: f(0) = —1 G. Concavidade para
cima em (—1,1); Concavidade para baixo em (—oo, —1) e em (1, —|—oo) ; Pontos de inflexao em (+1,0)

(e) (Grafico) (f) (Grafico) (g) (Gréfico) (h) (Grafico)

Y y
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(f) A.R B.(0,1/2) C. Nenhuma D. Assintotas horizontais: y =0ey =1 E. Crescente em R
F. Nenhum G. Concavidade para cima em (—oo, 0); Concavidade para baixo em (O, +oo); Ponto de
inflexao em (0,1/2)

(g) A. (0,400) B. Nenhum C. Nenhuma D. Assintota vertical: z = 0 E. Crescente em
(1,+oo); Decrescente em (O, 1) F. Valor minimo global: f(1) = 1 G. Concavidade para cima
em (0, +oo)

(h) A. {x € R;z # —1} B. Nenhum C. Nenhuma D. Assintota vertical: z = —1; Assintota
Obliqua: y = z — 1 E. Crescente em (—oo,—l — \/Q) e em (—1 + V2, —|—oo); Decrescente em
(—1 -2, —1) e em (—1, -1+ \/i) F. Valor méaximo local: f(—1— \@) = —2—2+/2; Valor minimo
local: f(—1+4+2)=-2+4+2v2 G. Concavidade para cima em (—1,+00); Concavidade para baixo
em (—oo, —1)

(i) (Gréfico) (j) (Grafico)

y

(i) A.R B.(0,2) C.Nenhuma D. Assintota obliqua: y = %—i— 1 E. Crescente em (In 2, 4+00);

1
Decrescente em (—oo,In 2) F. Valor minimo global: f(In 2) = % + B In 2 G. Concavidade para

cima em (—o00, +00)
) A. (—o0,—4]U[0,+00) B. (—4,0) e (0,0) C. Nenhuma D. Assintotas obliquas: y =z +2 e
—x—2 D. Crescente em [0, 400); Decrescente em (—oo, —4]  F. Valor minimo global: f(—4) =

(J
Yy
0= f(0) G. Concavidade para baixo em (—o00, —4) e em (0, +00)
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14. (a) Para valores positivos de ¢

(a) (Gréfico de f)

|
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(b) lim f(z) = 0 (c) Valor minimo global: f(1/y/e) = —1/(2¢); Concavidade para cima em
z—0T
3

o3/

(e73/2, 4-00); Concavidade para baixo em (0,e~%/2); Ponto de inflexdo em ( , ﬁ)
e

(a) Para ¢ < 0, ndo hé pontos de maximo ou de minimo, e hd um ponto de inflexdo, que decresce ao
longo do eixo-z. Para ¢ > 0, ndo hé ponto de inflexdo, e hd um ponto de minimo global.

Gréfico de (a): Gréfico de (b):
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(b) Para ¢ > 0, os valores maximo e minimo sao sempre :l:E, mas os pontos de maximo e de minimo

e os pontos de inflexao aproximam-se do eixo-y a medida que c cresce. ¢ = 0 é um valor de transicao:
quando ¢ é substituido por —¢, a curva é refletida em relacdo ao eixo-z.

—o00. Para ¢ <0, lim f(z) =+occe lim f(z)=0.

T— 400 T—— 00

Parac¢>0, lim f(z)=0e lim f(x)

xr—+00 xT— — 00

A medida que || cresce, os pontos de maximo e de minimo e os pontos de inflexdo se aproximam da
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(b) Figura acima a direita.



