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1. Distribuicao Exponencial

Seja X uma varidvel aleatéria com densidade:

fla) = re™
o« Parametros: A >0

o Suporte: z € [0,00)

1.1 Esperanca(ou média da fung¢do): Primeiro, jogamos para “fora” da integral aquilo que é constante,
nesse caso A. Computando isso abaixo, vamos ter a seguinte integral.
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Aqui, temos um caso classico de integracdo por partes.

Nessa integral, vamos denotar @ = u e dv = e~ *¢

Derivando u e integrando dv:

e u=xr — du=dzx

—Xe e e

e duv=c¢e = v=—%

Com isso podemos montar a nova integral:

e’} ) e—)\l‘ e’} e—ka:
E[X] = )\/ re Mdr = \ (—x — / — dx)
0 A 0 A

Como temos uma integral definida, e por partes, temos de calcular os limites de integragdo dos termos u e v.
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Como os limites de integragao convergiram para 0, basta calcularmos e avaliarmos a ultima integral.
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Note que esta integral é exatamente a mesma do caso, v = —eT que resolvemos acima. Logo, basta fazer
a substuigdo e avaliar os limites
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Avaliando os limites
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1.2 Variancia(ou como gosto de chamar: Varidnca <3): Para a varidncia, o processo é similar, a

diferenca é que ao inves de multiplicarmos a funcdo por « iremos multiplicar por 2. Logo, a funcdo vai ter o
seguinte formato:
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Como na esperanca, chegamos novamente em uma integral que vai ser resolvida por partes. Mas note que
nio teremos muito trabalho, pois ji temos o resultado de uma das parte da integral, sendo ela dv = e™*%.

Definindo ¢ = u e dv = e~ **, temos:

o u=2? = du=2zdz
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Montando a integral com a informacoes acima:

Var(xX) = A [~ aeds - (BLX))

— A (—1132 67;1‘, - /OOO —22 E;M dx) — (E[X])?

Novamente, como na esperanga vamos ter de avaliar os limites de integracdo dos termos u e v.
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Logo:

Como obtivemos 0 novamente, vamos ter a seguinte integral:

Var(X) = A (— /OOO —2z e_;x dx) — (B[X])?
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Note que 2 [;” x e ATdx é exatamente a mesma integral que solucionamos por partes na esperanca. Com
isso, podemos ganhar tempo e apenas substituir esse resultado que obtivemos na demonstracao da esperanca

Fazendo isso, temos a seguinte integral:
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E novamente chegamos em mais uma integral que ja resolvemos sendo essa: fo e Mdx

Integrando:
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Avaliando os limites temos:
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Com isso demonstramos que a variancia da distribuicdo exponencial é:

Var(X) :/ e My = %D
0

OBS: Para as seguintes fun¢oes: Gama Generalizada e Weibull, vamos manipulalas até encontrarmos a
funcdo I'(z). Sendo ela: T'(z) = f0+oo r*le® dt

2. Distribuicdo Gama Generalizada

Seja X uma varidvel aleatéria com densidade:

0= gy ool (2

T adr(d
a?l'(3
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e Parametros: a >0,d>0ep>0
o Suporte: z € [0,00)
2.1 Esperanca da Gama Generalizada: A primeira vista, esta fungdo parece muito complicada de

manipular. No entanto, muitas partes dela podem ser “jogadas” para fora da integral. Deixando-a muito
mais “limpa” para sabermos onde devemos trabalhar.

Dito isso, vamos ter a seguinte formula:

Portanto esta é a funcdo que iremos integrar.

Esta integral a primeira vista, tem cara de ser resolvida por partes. No entando é mais facil/simples de
calcularmos por substuicao.

Seja a substituicdo u = (%)p e resolvendo para x, temos:
a a

. u:(ﬁ)p — u%:[(ﬁ)%r — u%:% — = au¥

Agora derivando em funcgao de u:
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o Tr=aur — dx:%aup du

Montando a integral:

Note como a fungao ficou parecida com a funcio I'(2)

Com isso. basta usar % como parametro na funcao.

Logo:
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Com isso demonstramos que:
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2.2 Variincia da Gama Generalizada: Aqui vamos usar a mesma légica da esperanca.
Logo:
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A partir daqui vai ser bem similar a esperanca.

Seja a substituicao u = (%)p e resolvendo para x, temos:
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Agora derivando em funcgao de u:
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Montando a integral:
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Novamente caimos em uma integral que é similar a fungéo I'(2)

Portanto:
Var(X) = Faz)/o uF e du (E[X])*
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Com isso provamos que varidncia da fungdo Gama Generalizada é:

Var(X) = /Ooo P d-1 exp [7 (g)p} do — a2r(d+1> _ a2r(7
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3. Distribuicao Weibull

Seja X uma varidvel aleatéria com densidade:

1@0=3(3)" e |- (7))



e Parametros: A >0e k>0

o Suporte: z € [0,00)
3.1 Esperanca da Weibull: Aqui também néo tem segredo, o processo vai ser igual a Gama Generalizada.
Jogamos para fora o que é constante e manipulamos a integral até chegar numa funcao I'(2).

Dito isso, vamos ter a seguinte integral:
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Esta integral também vai ser resolvida por substituicao.

s k ~
Portando, vamos substituir (%) resolver em relacao a «:

11k

k 1 z 1
Agora derivamos em relacdo a u:
1 1
o z=Xut = dz = ur ldu

Note que esse passo foi igual a da esperanca da Gama Generalizada. A tdnica mudanca foi que apenas
trocamos a por A e p por k

Montando a integral:

1 n&o se encaixa bem na funcdo. Logo

Novamente chegamos a uma integral parecida com a I'(z), porém,

uma simples equagao resolve isso:
k k

Com isso temos a seguinte resultado:

Portanto, a esperanca da fungdo Weibull é:

xi= (5 (5) e |- ()] w-ar(1+ 1) 0



3.2 Variancia da Weibull: Novamente o processo vai ser bem similiar.

Logo vamos ter a seguinte integral:
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As substituicoes aqui sdo exatamente as mesmas da esperanca que calculamos a pouco. Logo podemos montar
diretamente a integral:

Novamente chegamos na I'(z). Mas o pardmetro nio estd igual a z — 1. Logo basta equacionarmos e
resolvermos para z.

. z—lz% = z=1+%

Com isso temos a seguinte resultado:

Var(X) = \2 F(l + 2) — (E[X])?
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Portando demonstramos que a variancia da Weibull é:
© kosx\k-L T\ 9 2 9 1\?
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4. Distribuicao Log-normal

Seja X uma varidvel aleatoria com densidade:

e Parametros: pcReo >0

e Suporte: z € (0,00)



5. Distribuicao de Laplace

Seja X uma varidvel aleatéria com densidade:

fla) = gy eww (-5 1)

e Parametros: pcReb>0
o Suporte: z € (—00,0)

o Tarefa: Calcule E[X] e Var(X)

5.1. Integrais Modulares: Antes de fazermos a Esperanca e Varidncia da Laplace, gostaria de mostrar
como podemos resolver uma integral com moédulo.

Seja:

1
/ el*ldx
1

E sabendo que o médulo é

. xZO:e‘f’:':eI
e z<0:el®l =@

Vamos ter de dividir a integral por casos. Sendo eles positivos e negativos para entdo somar seus resultados.
E como temos apenas o @ dentro do médulo, entao 0 sera o ponto de quebra da fungdo. Assim como também
vai ser um limite de integragio.

Com essas infos acima vamos ter a seguinte integral:

/0 e "dx + /01 e“dr = {—e’o - (—e*(*l))]o + [e' - (eo)}(l)

-1
=(-14e)+(e-1)
=2e—201

Com isso, temos um exemplo para usar na Laplace. E vai ser exatamente a mesma logica para os calculos.

OBS: Essa ¢ a distribui¢do mais trabalhosa da lista, de longe.

5.2 Esperanca da distribuicao de Laplace:
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/OO x%exp< 5 )dx
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Aplicando os médulo:
o exp (—be_”l) = exp (%)

o exp (—lm;m) = exp (—54)




Note que p vai ser o ponto de quebra da funcao.

Logo, montando a integral vamos ter:

1 [+ |z — 1 [ |z — p
E = — —_— —_ _—
(X] % / T exp ( b de + %/, X exp 2 dz
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Vamos denotar como:

o At g [N wexp (@) dx

« B: f:o T exp (f—w;"l) dx

Avaliando o item A por partes, vamos denotar 4 = e dv = exp (%)

Derivando u e integrando dw:

e u=x — du=dx

. dv:exp(w;”) = v ="bexp (%)

Com isso podemos montar a nova integral:

G & = sl

2b/_oosrexp< 5 dx

1 T —p H T—p
2b<xbexp [b]—l—b/mexp[ 5 dx})

Assim como na exponencial, vamos avaliar os limites de integragdo dos termos u e v.
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Entao:

Voltando a integral de antes com esse resultado:

1 T—p H T—

A%(xbexp[b]+b/ooexp[ 2 dx})
1 K T—p

—%(ub—l-b/ooexp[ 5 da:})

Note que a integral resultante de dentro ja foi resolvida anteriormente. Sendo o caso:

o dv=exp(%t) = v=bexp (L)
Com isso basta nos substituirmos e avaliarmos seu seus limites de integracao.

Logo:
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Para o item B também poderiamos calcular a integral. Mas como temos uma fungdo modular e que por isso
é simétrica em relagdo a p. Vamor ter o seguinte resultado:

Somando os resultados:
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Com isso demonstramos que a esperanga da distribuicdo de Laplace é:

1 T —
E[X]Qbexp<| blu|) =p O

5.3 Variincia da distribuicao de Laplace A mesma logica do médulo vai se aplicar aqui novamente.

Montando a integral vamos ter:

“+o0o
Var(X) = / 22 f(z)dz — (E[X))?

g |z — pl
— 2 - _ - 2
—/_Do T 2bexp( 2 )dx (E[X])
L R |z = ul 2
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Separando por casos:
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. B: %f;oxzexp( o “|>dx
Avaliando o item A por partes, vamos denotar u = 2 e dv = exp (z “)

Derivando u e integrando dv:
e u=2? = du=_2zdr
o dv=exp(5t) = v=bexp ()

Montando a integral com as infos acima:

22 — y
2b/ bexp ( )
2 — K a — U
=% ( bexp [ 5 ] —|—/_OO 2xbexp { 5 } dx)
Avaliando os limites dos termos u e v:

e (552) ][~ poow (52)] = [ (=572)

= [uzbeo] -0

Montando a integral com o resultado:

_ 1 2 g r—p
A_2b (x b+/_oo2xbexp{ 2 }dm)
1/, " T —p

26( b+2b/_oomexp {b} dcc)

Note que novamente chegamos em um caso em que ja resolvemos anteriormente. S6 que aqui, vai a ser o item
A da esperanca.

Com isso montamos a integral com resultado anterior.

_ 1 2 g r—p
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Conhecendo a simetria da fun¢do modular temos para B:

12



B=" _bu+p?
Logo:

Var(z) = A+ B — (E[X])?

u? 2 u? 2 2
Z?-i-bu—&-b + ?—bu—i—b — (E[X])
= 26° — (E[X])?
= 20% —u?

Portanto, demonstramos que a variancia da Laplace é:

1 _
Var(x) = — exp <_|xb,u|) =2 — u?0

6. Distribuicao Normal

Seja X uma varidvel aleatoria com densidade:

e Parametros: pcReo >0

o Suporte: z € (—o0,0)
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